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Аннотация. В работе исследуется структура гессиана функции дисперсии оценки прогноза для моделей 
ARIMA и ETS. Показано, что в некоторых случаях гессиан равен 0 и охарактеризовать поведение 
экстремума стандартными способами не получается. Построен гессиан функции дисперсии оценки 
прогноза при оптимальном взвешенном объединении двух прогнозов (с условием минимизации оценки 
дисперсии прогноза). Для построенных комбинаций прогнозов гессианы уже не обращаются в ноль в 
экстремумах за исключением вырожденных случаев. Результаты проверены на подмножестве моделей 
ARIMA, ETS. Показано, что в окрестности точек экстремумов гессиан при объединении прогнозов 
принимает диагональный вид, а коэффициенты в блоках, соответствующих побочной диагонали, имеют 
второй порядок малости по параметрам объединяемых моделей. 
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1. Введение  
В представленной работе рассматривается построение объединения пары 

моделей временных рядов в соответствии с принципом минимизации оценки дисперсии 

прогноза. При работе с моделями ARIMA и ETS [1] дисперсию прогноза можно выразить 

через параметры самой модели, что делает возможным аналитически связать ширину 

доверительного интервала и параметры модели. В большинстве других моделей для 

оценки ширины доверительного интервала используется критерий Стьюдента, 

подобную связь обнаружить тяжело. В рамках работ [2, 3] было произведено построение 

взвешенной комбинации двух моделей, минимизирующей оценку дисперсии прогноза. 

Вместе с тем, было показано, что для простых моделей ARIMA [1] гессиан оценки 

функции дисперсии прогноза обращается в ноль, что заставляет прибегать к 

нестандартным методам анализа экстремумов. В представленной работе приведён 

анализ гессиана функции оценки дисперсии прогноза при взвешенном объединении 

прогнозов моделей. Показано, что он не обращается в ноль за исключением 

вырожденных случаев.  

2. Постановка задачи 
Для того, чтобы построить объединение прогнозов двух моделей, 

минимизирующее оценку дисперсии прогноза, надо задать аналитически эту оценку. По 

теореме Вальда [1, 4] модель ARIMA можно представить в виде бесконечной суммы (в 

общем случае) элементов скользящего среднего MA(q) [1]. Коэффициенты этого 

разложения (ψ -веса) используются для оценки дисперсии прогноза. 

Для оценки дисперсии прогноза модели авторегрессии p-го порядка AR(p) [1] 

имеет следующие рекуррентные соотношения:  

0

1 1

2 1 1 2

3 1 2 2 1 3

1

1,
,

,
,...

.
k

k i k i
i

ψ
ψ ϕ
ψ ϕψ ϕ
ψ ϕψ ϕ ψ ϕ

ψ ϕψ −
=

=
=
= +
= + +

=∑

 

В случае процесса авторегрессии AR(1) 1 1t tX c Xϕ −= + , как показано в [2, 3], 

оценка дисперсии прогноза на n шагов вперёд имеет особенно простой и красивый вид 

геометрической прогрессии: 
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При этом сама функция оценки дисперсии прогноза является выпуклой вниз.  

Для модели ARIMA(p, d, q) в выражении пси-весов появляются параметры 

скользящего среднего: 
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В случае модели ARIMA(1, d, q) геометрическая прогрессия начинается только с 

q-го элемента (следует учитывать, что количество периодов, на который делается 

прогноз n, может быть меньше порядка q, - в таком случае геометрическая прогрессия не 

наблюдается): 
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Интересно, что сама функция оценки дисперсии прогноза обладает в случае 

моделей ARMA(1, 1), ARMA(1, 2) нулевым гессианом (т.к. от порядка интегрирования d 

наши рассуждения не зависят, иногда опускаем этот параметр и получаем модель 

ARMA(p, q)). Подробности вычислений представлены в работах [2, 3], приведём пример 

вычислений для простейшей модели ARMA(1, 1) при прогнозировании на два шага 

вперёд. Исследуемая функция имеет вид: 
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Вторые производные этой функции выглядят так: 
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Из-за наличия одинаковых строк гессиан функции оценки дисперсии прогноза 

нулевой: 
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Одинаковые или нулевые строки наблюдаются везде или в точке экстремума и 

для гессианов оценки дисперсии прогноза моделей ARIMA(1, d, 2) на 2-3 шага вперёд [2, 

3].   

2.1. Гессиан взвешенного объединения прогнозов  
Далее рассмотрим объединение нескольких моделей (или их прогнозов) в 

комбинацию по какому-либо принципу [5]. Дальнейшее изложение следует работе [6]. 

Рассмотрим линейную комбинацию прогнозов f с весами w: 1 2(1 ) .wf w f+ −  Дисперсия 

оценки комбинации прогнозов имеет вид: 
2 2

1 2 1 2 1 2( , , , ) ( ) ((1 ) ) 2 (1 ) .Var w w w w wσ σ ρ σ σ ρσ σ= + − + −  
 Здесь ρ  - корреляция объединяемых прогнозов. В работе [6] 

продемонстрировано, что оптимальные веса имеют вид: 
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Этот результат не зависит от типов моделей, чьи прогнозы объединяются. Анализ 

полученной функции представлен в [6].  

3. Исследование гессиана взвешенного объединения прогнозов моделей, 

минимизирующего оценку дисперсии прогноза 

Рассмотрим гессиан функции оценки дисперсии прогноза при оптимальном 

объединении двух моделей. В работе [6] показано, что вторые производные функции 

имеют вид (здесь x отмечает производные по параметрам первой модели в объединении, 

y – второй): 
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Непосредственно в точке экстремума 
1 2

2 2 2
1 1 2( ) ' ( ) ' ( ) ' 0x x yσ σ σ= = = , поэтому 

второе слагаемое производной по параметрам первой модели 
1 21 2( , , ) ''x xVar σ σ ρ  и 

производная 1 2( , , ) ''xyVar σ σ ρ  обращаются в ноль. Но в отличие от функции оценки 

дисперсии прогноза отдельных моделей, целиком гессиан в ноль не обращается, 
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приобретая диагональный вид, т.к. в смешанной производной 
1 21 2( , , ) ''x xVar σ σ ρ  в точке 

экстремума остаётся ненулевым первое слагаемое: 
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Таким образом, например, для двух моделей AR(1), объединяемых с 

минимизацией оценки дисперсии прогноза гессиан функции оценки дисперсии 

комбинации моделей имеет вид: 
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Здесь se – стандартные ошибки объединяемых моделей, которые оцениваются во 

время обучения, ϕ  - коэффициенты моделей. 

Для моделей ETS(A, N, N) [1, 7] результат выглядит аналогичным образом (с 

условием замены обозначений параметров моделей ϕ α↔ ). 

В [6] приведён гессиан для моделей ETS(A, A, N), обладающих бОльшим 

количеством параметров. В целом, он сохраняет блочный диагональный вид. Интересно 

оценить порядок элементов, которые находятся в блоках на побочной диагонали, а 

также, в целом, добавок, которые обращаются в ноль в точке экстремума (экстремум 

достигается при 2 2
1 2( ) ' ( ) ' 0x yσ σ= = . Например, в случае модели ETS(A, N, N) 

1 2

2 2
1 2 1 2( ) ' ( ) ' 0, 0α ασ σ α α= = = =  и можно оценить множители в выражениях 

производных второго порядка с точностью до бесконечно малых второго порядка: 
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 Здесь k – некоторые коэффициенты, зависящие от параметров моделей. Первое 

слагаемое производной 
1 21 2( , , ) ''Var α ασ σ ρ  имеет нулевой порядок малости, второе – 

второй порядок малости за счёт произведения 
1 1

2 2
1 1 1( ) ' ( ) ' ~α ασ σ α . Таким образом, в 

блоках, расположенных на главной диагонали, добавляется величина второго порядка 

малости по коэффициентам моделей. Что же элементов в блоках побочной диагонали, 

зависящих от смешанных производных, то 
1 2

2
1 2 1 2( ) ' ( ) ' ~α ασ σ α α . На побочной диагонали 

находятся величины, которые в окрестности экстремумов имеют второй порядок 

малости по коэффициентам моделей. Хотя этот вывод для наглядности сделан в 

терминах параметров моделей ETS, но, т.к. той же структурой оценки дисперсии 

прогноза модели обладает большинство часто применяющихся инструментов, его можно 

распространить и на них. 

4. Полученные результаты 

 Приведём пример объединения моделей ETS [1, 7] при обработке данных индекса 

потребительских цен в период 1991 – 2022 гг. [8]. В качестве моделей, которые можно 

объединить используются различные версии моделей ETS (см. таблицу 1). Для 

сравнения даны характеристики модели ARIMA на том же периоде обучения и тестовой 

выборке. 

Таблица 1. Модели временных рядов ETS, ARIMA для процесса месячных 
показателей индекса потребительских цен РФ [8]. 

Модель RMSE MAE Оценка дисперсии 

модели  

ETS(A,A,A) 0.35 0.27 0.59 

ETS(A,Ad,A) 0.35 0.26 0.62 

ETS(A,A,N) 0.50 0.36 1.60 

ETS(A,Ad,N) 0.50 0.36 1.51 

ARIMA 0.34 0.28 -  

 

 Пары моделей, для которых с определёнными весами объединяются прогнозы, 

указаны в таблице 2. Дана корреляция между прогнозами на тестовый период, от 

которой, вкупе с дисперсиями моделей, и зависит вес в объединении. 
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Таблица 2. Объединения прогнозов моделей временных рядов ET S для процесса 
месячных показателей индекса потребительских цен РФ [8]. 

Модель Корреляция 

прогнозов 

RMSE MAE Оценка 

дисперсии 

объединённого 

прогноза  

ETS(A,A,A) + 

ETS(A,Ad,A) 

0.77 0.45 0.40 0.54 

ETS(A,Ad,N) + 

ETS(A,Ad,A) 

-0.10 0.49 0.43 0.40 

ETS(A,Ad,N)  

+ ETS(A,A,A) 

0.20 0.28 0.22 0.50 

ETS(A,A,N) + 

ETS(A,Ad,A) 

-0.11 0.51 0.45 0.40 

ETS(A,A,N) + 

ETS(A,A,A) 

0.19 0.29 0.23 0.50 

 

 Лучшие объединённые прогнозы в таблице 2 отмечены жирным шрифтом. 

Отметим, что они превосходят по качеству прогноза как модель ARIMA, так и модели 

ETS, которые участвовали в объединении. 

5. Выводы  
В работах [2, 3] построены и исследуются взвешенные линейные комбинации 

моделей, в которых веса подбираются на основе минимизации теоретической оценки 

дисперсии прогноза. В представленной работе рассмотрен гессиан функции оценки 

дисперсии прогноза в стационарных точках при таком объединении. Показано, что, в 

отличие от гессианов функций прогнозов AR(1), ARMA(1, q) и ETS(A, N, N), которые 

обращались в 0, рассмотренная функция для объединённого прогноза в общем случае в 

0 не обращается, за исключением некоторых вырожденных случаев. 

В дополнение гессиан функции оценки дисперсии объединённого прогноза 

рассмотрен в окрестности экстремума. Показано, что он имеет блочную структуру. При 

этом, в экстремуме блоки, расположенные на главной диагонали, ненулевые. Блоки на 
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побочной диагонали – нулевые, в малой окрестности экстремума блоки на главной 

диагонали получают добавки порядка x2 (x – коэффициент одной из объединяемых 

моделей), на побочной диагонали – порядка произведения xy (x – коэффициент первой 

из пары объединяемых моделей, y – коэффициент из второй модели).    
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